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Apresenta-se uma metodologia de modelagem numérica da mecénica dos
fluidos pelo método de elementos finitos, capaz de solucionar a dindmica de
escoamentos bidimensionais e incompressiveis de fluidos Newtonianos, descrita pelas
equacdes de Navier Stokes. A metodologia proposta é codificada e avaliada pelo

autor.

O modelo numérico apresentado emprega formulacdo penalizada para tratar as
dificuldades matematicas de divergente nulo que traduz a condicdo de
incompressibilidade. Elementos triangulares e fun¢des quadraticas aproximam a
geometria e o espaco de solugcdes do campo de velocidade respectivamente.
Integracdo reduzida é adotada no termo penalizado, e completa nos demais. O termo
convectivo presente na equacdo de conservacdo da quantidade de movimento é
tratado de forma linearizada pelo algoritmo de Picard. A discretizagdo temporal &

avaliada pelo método de diferencas finitas de Crank Nicolson.

Aplica-se o cdédigo desenvolvido a modelagem de escoamentos internos e
externos com o objetivo de validar e qualificar suas capacidades. Dentre estes, se
destaca o caso do cilindro circular imerso em escoamento uniforme, resultando no

fendbmeno de desprendimento de vértices conhecido como esteira de von Karman.
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A fluid mechanics numerical methodology is presented, which is capable of
solving the dynamics of Two-Dimensional incompressible flow of a Newtonian Fluid,
described by the Navier-Stokes equations. The proposed methodology has been

implemented and validated by the author.

The numerical model applies a penalized formulation in order to address the
mathematical difficulties of null divergence that translates the kinematic constraint of
incompressibility. Triangular elements and quadratic functions describe the geometry
and velocity field respectively. Reduced Integration evaluates the penalized term of the
discrete system, while full integration evaluate the others. The convective term of the
conservation of momentum equation is linearly treated by the Picard method. Temporal

discretization is achieved by a linearly implicit Crank Nicolson scheme.

The developed code is applied for modelling internal and external flows with the
main goal of validating and qualifying it’s capabilities. Particular attention is paid to the
external flow over a circular cylinder that originates the von Karman vortex street

phenomena.
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1. Introducao

1.1. Motivacdo: Mecéanica dos fluidos, ciéncia e engenharia.

O estudo da mecéanica dos fluidos é atividade de grande relevancia no
desenvolvimento histdrico cientifico e tecnoldgico. Preenchendo o meio ambiente em
sua totalidade, a mecanica dos fluidos esta intrinsicamente relacionada a outras

ciéncias de base, como a mecénica de corpos rigidos, quimica, biologia, geofisica, etc.

A expansdo do conhecimento cientifico aprofunda o entendimento do
comportamento fluido e permite que as aplicacdes industriais e tecnoldgicas explorem
suas propriedades. No inicio do século 20, estudos tedricos e empiricos referenciados
entdo a hidrodindmica e hidraulica respectivamente, finalmente se unem formando

uma versétil e poderosa base cientifica aplicavel a engenharia (Eckert, 2007).

Este conhecimento é hoje demandado por diversos setores industriais, e.g.,
quimico, civil, mecanico, automotivo, aeronautico, naval, oceénico e submarino.
Avaliar grandezas fisicas caracteristicas a um escoamento € hoje premissa comum
nos calculos e dimensionamentos das estruturas e equipamentos que compdem esses

setores.

1.2. Equac08es de Navier-Stokes

As equacOes de Navier-Stokes descrevem o0 escoamento de fluidos
Newtonianos, através da formulagcdo matematica do principio de conservagdo da
guantidade de movimento aplicado a um meio continuo e em uma descri¢do Euleriana.

Fluidos Newtonianos sdo amplamente encontrados em problemas de engenharia.

Em conjunto com a equacdo da continuidade, que traduz o principio de
conservacdo da massa, a solucdo das equacfes de Navier-Stokes permite prever ou
recriar os campos de velocidades e pressfdes caracteristicos a um escoamento. Para
tal, formula-se o problema de valor de contorno, onde devem ser conhecidas as
caracteristicas do escoamento nas fronteiras dominio modelado, bem como sua

definicdo em um instante de referéncia.
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O problema de valor de contorno apresentado é utilizado, e.g., para a
modelagem de fendmenos atmosféricos e oceanicos, predi¢cdo do clima, dispersédo de
contaminantes, transmissdo de calor, esforcos em estruturas e equipamentos de
diversos setores da engenharia. As equacdes de Navier-Stokes séo apresentadas por
todos os livros de mecéanica dos fluidos aos quais o autor teve acesso. Dentre eles
destaca-se Batchelor (1967).

1.3. Procedimentos numéricos e mecanica dos fluidos

Os procedimentos que embasam o estudo dos fluidos s&o analiticos,
experimentais ou numéricos. Os modelos analiticos capazes de solucionar as
equacles que descrevem o movimento fluido se baseiam em hipéteses simplificadoras
sobre seu comportamento, e.g., escoamentos homogéneos, simétricos, nhao
transientes, puramente viscosos, ou ndo viscosos. Na maior parte das aplicagcbes de
engenharia, 0 escoamento de interesse possui complexidade tal, que ndo é
contemplado pelas simplificagbes nas quais se baseiam esses modelos. Evidencia-se

assim uma demanda de engenharia por procedimentos experimentais € numéricos.

Uma discussdo comparativa quanto ao emprego de procedimentos analiticos,
experimentais ou numeéricos é apresentada por Griebel, et al. (1998), que explica como
procedimentos experimentais séo limitados por seu aparelhamento tecnolégico, muitas
vezes incapaz de fazer medidas que envolvam escalas excessivamente pequenas ou
grandes, sejam no espaco ou no tempo. Nesses procedimentos o ndmero de
medi¢cOes é limitado por razbes fisicas e econémicas. Consideracdes operacionais
relativas a seguranga podem tornar determinado experimento inviavel. Finalmente,
para se tornarem Vviadveis esses procedimentos frequentemente assumem
simplificacdes que comprometem a precisdo e acuracia do resultado obtido em escala

de campo.

Procedimentos numéricos sdo muitas vezes capazes de reproduzir o0s
experimentos em ambiente virtual, e assumem cada vez maior participacdo em
procedimentos de engenharia a medida que 0s recursos computacionais se tornam
mais poderosos. Entretanto, o estado da arte na modelagem computacional de fluidos
nao dispensa a realizacdo de experimentos. Na verdade, o estudo da mecénica dos
fluidos é hoje pautado na interdependéncia de procedimentos experimentais e

numeéricos, embasados pela fundamentacao tedrica de procedimentos analiticos.



Procedimentos numéricos dependem dos experimentos para serem calibrados e
validados. Adquiridas suficientes precisdo e confiabilidade, pode-se assim tornar
dispensavel a realizagcdo de determinados experimentos, reduzindo custos e

disponibilizando os equipamentos para outros ensaios (Hernandez, 1999).

Segundo Léhner (2001), a Boeing estima que o nimero de ensaios em tuneis de
vento necessarios para o desenvolvimento do modelo B-747 (1963) foi reduzido em
cerca de 10 vezes para o modelo B-767 (1982) e em 100 vezes para o modelo B-777
(1995), como consequéncia da crescente capacidade de modelagem numérica de
fluidos. Descontando-se o custo de funcionarios, um dia de atividades em tunel de
vento tem custo da ordem de $10° tornando clara a vantagem introduzida pela

aplicacdo da mecéanica dos fluidos computacional.

Por procedimentos numéricos em engenharia, entendem-se diferentes métodos
capazes de solucionar de forma aproximada as equagdes que descrevem determinada
situacgdo fisica, sob as condi¢des especificadas. Possibilita-se assim a reconstru¢ao ou
previsdo de determinado fendbmeno em ambiente virtual. Este trabalho limita-se ao
escoamento de fluidos newtonianos em regime incompressivel, descrito pelas

equacdes de Navier-Stokes.

1.4. Método de elementos finitos e mecanica dos fluidos

Dentre os métodos mais empregados para solucionar numericamente as
equacgOes de Navier-Stokes estdo os métodos de Diferengas Finitas (MDF), Volumes
Finitos (MVF) e Elementos Finitos (MEF). Embora seu emprego na mecanica dos
sélidos tenha consagrado o MEF como o método mais adequado para problemas
elipticos em dominios de complexidade arbitraria  (Gresho & Sani, 1998),
historicamente o MEF tem sido menos empregado na simulagdo de fluidos, quando
comparado ao MDF e MVF.

Ainda segundo Gresho & Sani (1998), esse “atraso” vem sendo compensado
pelas novas metodologias de elementos finitos, desenvolvidas para lidar com as
dificuldades inerentes a simulagdo de fluidos, até entdo ndo encontradas pelos
problemas da mecénica dos sélidos aos quais se dedicava a comunidade responsavel
por construir a forte base teérica que da origem ao MEF. Dentre os problemas
mencionados destacam-se: O operador assimétrico e ndo linear que representa 0s
termos convectivos; e a condicdo de incompressibilidade. Hoje, o estado da arte no

MEF é capaz de modelar os problemas referenciados com eficiéncia.



1.5. Escopo do trabalho

O presente artigo apresenta uma metodologia de modelagem numérica das
equacles de Navier-Stokes pelo método de elementos finitos, aplicada ao escoamento
incompressivel e bidimensional de um fluido newtoniano. Elementos triangulares
guadraticos sao empregados com integracdo reduzida do termo penalizado. O termo
convectivo da equacdo de Navier-Stokes é tratado de forma linear pelo método de
Picard (Engelman, et al., 1981). O método de diferencas finitas de Crank Nicolson é

responsavel pela discretizacdo temporal do modelo (Hughes, et al., 1979).

A metodologia apresentada foi codificada pelo autor em um programa de
elementos finitos desenvolvido no laboratorio LAMCE/COPPE, estendendo suas
capacidades para a simulacédo de fluidos. Pretende-se evoluir esta metodologia para
futuramente representar escoamentos tridimensionais, incluindo modelos de superficie

livre, movimento de corpo rigido e turbuléncia.

Na terceira secdo, as equacdes de governo sdo apresentadas em suas versdes
locais, variacionais e semi-discretas, e contextualizadas por suas formulag6es tedéricas
e numéricas. A estratégia e os algoritmos adotados pela presente metodologia sao

descritos na secao trés.

Na quarta sec¢do, sdo exemplificados estudos de caso com fortes efeitos de
separacéo e recirculagdo, com o objetivo de demonstrar algumas das capacidades da
metodologia desenvolvida, bem como validar sua implementacdo. Particular atencéo é
dedicada ao caso de interesse da engenharia submarina, onde um cilindro de secéo
circular esta imerso em escoamento uniforme, dando origem ao desprendimento de
vortices que caracteriza a esteira de von Karman com nuimero de Reynolds variando
de 100 a 1000.



2. Formulacao

Esta secdo apresenta a base tedrica responsavel por formular o problema de
valor de contorno (PVC) que permite a solu¢cdo numérica das variaveis cinematicas e

dindmicas que caracterizam o escoamento incompressivel de fluidos Newtonianos.

Na secdo O introduzem-se as equacdes de governo que, em uma descricao
Euleriana, traduzem os principios de conservacdo da massa e da quantidade de
movimento, aplicados a um meio continuo e em regime incompressivel. A estas,
aplica-se a equacdao constitutiva de fluidos Newtonianos e a formulagéo penalizada da
incompressibilidade. Finalmente, a adimensionalizacdo das equacfes de governo
introduz o nimero de Reynolds, conduzindo a discusséo sobre caracteristicas inerciais

e viscosas do escoamento.

O meio continuo representa uma abstracdo da matéria, onde se desconsidera
sua estrutura molecular, idealizando-a como desprovida de espacos vazios. Qualquer
funcdo matematica que se enquadre na hip6tese do continuo deve ser continua, ou

continua por partes (Malvern, 1969).

Em um modelo continuo, podem-se definir as variaveis de interesse em relagéo
a pontos do espaco (x), ou particulas infinitesimais (X). Se as variaveis de interesse
sdo avaliadas em relacdo a particula que caracterizam, formula-se o problema em
uma descricdo Lagrangiana. Quando as varidveis sdo avaliadas em relagcdo a um

ponto no espaco, o problema formulado encontra-se em uma descrigcdo Euleriana.

Tradicionalmente, assim como neste trabalho, problemas envolvendo o
escoamento de fluidos sao formulados em uma descricdo Euleriana, onde as variaveis
primarias de interesse da engenharia sdo os campos de velocidade u(x,t) e pressao
p(x,t) (Batchelor, 1967). Outras abordagens adotam referenciais Lagrangianos, e.g., 0
método de SPH (Monaghan, 2012) e diferentes variaveis primarias, e.g., funcéo

corrente e vorticidade (Yeung, et al., 1993) para formular a descricdo do escoamento.

As equacgbes de governo apresentadas na sec¢do 0 conduzem a forma forte do
PVC apresentado. Na secdo 2.2 a aplicacdo da formulagcdo variacional conduz o
problema a sua forma fraca. Finalmente, a aplicagdo da metodologia de elementos
finitos na secdo 2.3 conduz ao problema matricial referido como forma semi-discreta

do problema de valor de contorno apresentado.



2.1. EquacOes de governo

2.1.1. Principio da conservacao da quantidade de movimento

Aplicado a um meio continuo, e em uma descricdo Euleriana, o principio de

conservacédo da quantidade de movimento é expresso em sua forma diferencial:

ou
E+p(u-V)u=V~a+b (1)

Onde p é a massa especifica do material modelado, ¢ o tensor de tensdes de Cauchy
e b o vetor forca de corpo (Entre as quais se encontra a forca da gravidade). De forma
geral, todas as variaveis apresentadas podem variar com o vetor posi¢cdo x € 0 tempo
t.

Identificam-se na equacdo 1, respectivamente, os termos referentes a:
aceleracao local; aceleracdo convectiva; forcas de superficie; forcas de corpo. Se o
primeiro termo da equacédo 1 é nulo, o regime é permanente, se o segundo termo for
nulo, a equacdo resume-se a equacado de Stokes, amplamente aplicada a problemas
de elasticidade. Juntos os termos de aceleracéo local e aceleracdo convectiva formam

a derivada material da quantidade de movimento D(pu)/Dt.
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O problema de valor de contorno associado a equacdo 1 é tipicamente
formulado em conjunto com a equagéo 2 que traduz o principio de conservagéo da

massa, e com as condi¢des abaixo definidas no dominio Q e contorno I' = T}, + I;.

Neumann - o-n=hemT}
Dirichlet >u=gemly; # @

Condicao inicial - u = gy em () e tempo t,

Onde n é o vetor normal ao contorno I},.

2.1.2. Principio da conservagdo de massa

Em sua forma diferencial e descricdo Euleriana, o principio da conservacédo da

massa é expresso pela equacéo da continuidade:



9% o, _ 2)
6t+v (pu)=0

Para fluidos incompressiveis, a massa especifica p é constante, e a equacao 2
resume-se na equacdo 3. A restricdo fisica de incompressibilidade traduz-se assim na

restricdo matematica de divergente nulo do campo de velocidades.

V-u=0 3

2.1.3. Equacgéo de Navier-Stokes

As equacdes 1 e 3 resultam em um sistema de quatro equacdes e nove
incégnitas (O tensor de tensdes o € simétrico). Para tornar o sistema apresentado
definido, aplica-se a equacdo constitutiva, responsavel por relacionar o tensor de

tensBes com as variaveis cinematicas (u) e a pressao (p).

A presente formulagédo objetiva a descricdo de fluidos Newtonianos, onde para

determinada viscosidade dinamica (u), constante e caracteristica do fluido modelado:

o = —pl + 2u(Vu)*
pl +2u(Vu) @)
Sendo I o tensor identidade e (Vu)S o tensor simétrico do gradiente de

deformacéo, dado por:

(Vu) + (Vw)T

A equacdo de Navier-Stokes é obtida ao se inserir a equagao constitutiva para
fluidos Newtonianos (4) na equacdo do movimento expressa em sua forma diferencial

e em uma descricdo Euleriana (1). Resulta assim a expressao vetorial a seguir:

Ju 6)
poc (V) = —Vp +2u[V - (Vw)] + b (

Observe que no caso particular de fluidos incompressiveis, a equacdo 3

simplifica o tensor de tensdes apresentado, tal que:



[ 9%u, 0%u, 0%u; 1

0x10x; 0x,0x, 0x30x3

0? 0?2 0%
2ulV - (Vw)*] - p |2 2 _

0x10x; 0x,0x, 0x30x3

aZU3 62u3 62u3

10x10x; 0x,0x, 0x30x3]

2.1.4. Formulagao penalizada

A restricdo cinemética de incompressibilidade (Equacdo 3) é uma das grandes
dificuldades envolvidas na simulagdo computacional de fluidos, sendo
matematicamente expressa pelo divergente nulo do campo de velocidades. Para
satisfazer essa restricdo, o campo de aproximacao da velocidade deve ser construido
com divergente nulo a priori, caracteristica essa somente atendida por funcdes
solenoides (Karam, 1989). Formula¢des baseadas em vorticidade e funcdo corrente,
como variaveis principais no lugar de velocidade e pressao, satisfazem essa restri¢éo,
mas demonstram-se abordagens limitadas ao espag¢o bidimensional, que requerem o
poés-processamento dos campos de velocidade e pressdo a partir de derivadas da
solucdo, comprometendo a precisdo do método quando sédo essas as variaveis de
interesse. A técnica de multiplicadores de Lagrange e as formula¢gbes penalizadas
apresentam-se como alternativas a este problema. A formulacdo penalizada para
solucdo das equacdes de Navier-Stokes foi proposta por Hughes, et al. (1979) como
‘A mais simples e efetiva implementagdo da incompressibilidade ao método de
elementos finitos”, sendo a alternativa escolhida por este trabalho para tratar da

restricdo cinematica de incompressibilidade.

A formulacdo penalizada é obtida impondo uma relacdo entre a pressdo e o

campo de velocidades, tal que:

p=—-A(V-u) Y

onde 1 é o parametro de penalizacdo. A convergéncia da formulacao penalizada para
as equacgdes incompressiveis de Navier-Stokes foi comprovada por Temam (1977
apud. Hughes, et al., 1979). Percebe-se na equacéo 7, que o divergente do campo de
velocidades deve anular-se para que se mantenha uma pressao finita a medida que 1
tende a infinito. O pardmetro A deve ser suficientemente grande para que a
compressibilidade introduzida seja minima, mas ndo grande demais para que cause

complicagdes numéricas.



Segundo Hughes, et al. (1979), o pardmetro A pode ser expresso como:

A=cpu (8)
onde ¢ é uma constante dependente do tamanho de palavra do computador utilizado.
Hughes, et al. (1979), ainda sugerem que para um tamanho de palavra de ponto
flutuante entre 60 e 64 bits, uma escolha apropriada para ¢ é de 107. Este valor foi
adotado nos casos aqui apresentados. Andlises de sensibilidade da solucdo em
relacdo a variagcdes do parametro c, indicam que nos modelos estudados, o resultado
ndo é sensivel a variacbes da ordem de 10? a 103, dependendo do problema

modelado, de acordo com o previsto pela referéncia citada.

Finalmente, inserindo-se a equacdo 7 na equacédo 6, obtém-se a forma forte das

equacbes incompressiveis de Navier-Stokes em sua formulagéo penalizada:

ou

pE+p(u~Vu)=V[/1(V-u)]+2u[V~(Vu)s]+b

9)
Observa-se que a equacao 9 forma um sistema de trés equacdes e trés incognitas

(Vetor campo de velocidades u). O campo de pressdes pode ser obtido a partir do

campo de velocidades, avaliando-se a equacao 7.

2.1.5. Adimensionalizagdo

Observa-se na equacédo 6 que o problema formulado envolve dimensdes de
massa [M], comprimento [L] e tempo [T]. Em determinado escoamento com massa
especifica p e viscosidade u, constantes e homogéneas, ao qual se aplica esta
formulacdo, deve-se identificar as grandezas caracteristicas L, e U,, que se referem
respectivamente ao comprimento e velocidade caracteristicos. Pode-se entdo
reformular o problema considerando as variaveis adimensionais do escoamento, tal

que:

u*=u/U0 t*=t‘U0/L0 V*= VLO
p*=p/(pUS) b*=b-Ly/(pU§)

Ao substituir as relagbes acima na equacdo 6, e multiplicar o resultado por

pU¢/L,, obtém-se a versido adimensional da equacio de Navier-Stokes:



*

u
at*

+ (U Vur) = —V'p* + 2 [Rie] [V - (V'u*)S] + b* (10)

onde se revela o numero de Reynolds dado por:

Re = pUgLo/p (11)

7

O adimensional Re introduzido € um parametro de grande relevancia na
caracterizacdo do escoamento modelado. Ponderando as caracteristicas inerciais
(pUyLy) e viscosas (u) do escoamento, o numero de Reynolds relaciona-se com o
regime deste escoamento, que pode ser classificado entre laminar, turbulento, ou

transitorio.

No regime laminar, as forgas viscosas predominam sobre as forcas inerciais, e 0
escoamento € caracterizado por linhas de correntes bem definidas, agrupadas em

camadas laminares entre as quais néo se observa fluxo de massa.

No regime turbulento, as forcas inerciais se tornam predominantes, observa-se
entdo flutuagbes aparentemente aleatérias nas variaveis do escoamento e nas linhas
de corrente resultantes. O regime transitério caracteriza a transicdo entre 0s regimes

laminar e turbulento.

Aumentando-se o nimero de Re, a contribuicdo do termo convectivo p (u - Vu)
na solugcédo do escoamento se torna mais relevante. Este termo é responsavel pela ndo
linearidade das equacdes de Navier-Stokes, de forma que o aumento do nimero de
Reynolds distancia o escoamento de sua aproximacdo linear. Na préatica, mais
iteracbes sdo necessarias para que se observe a convergéncia da solucdo em uma
estratégia iterativa de linearizacéo das equacfes de Navier-Stokes, como a que é aqui

empregada.

Ainda, a discretizacdo do termo convectivo p (u-Vu) pode introduzir efeito
desestabilizador no sistema matricial resultante. Este efeito pode ser observado pela
oscilacdo espuria do campo de velocidades, ou inclusive levar a inconsisténcia
matematica do sistema matricial. A forma natural de estabilizagdo do sistema envolve
o refinamento do dominio computacional, mas o refinamento global necessario para
que se estabilize o termo convectivo em maiores numeros de Reynolds pode aumentar
a demanda de memoria e processamento, tornando a simulagdo proibitiva ou inibindo
o refinamento local em regifes de interesse. Diferentes estratégias sao propostas para

aumentar a estabilidade do sistema matricial resultante, dentre as quais se destaca na

10



comunidade de elementos finitos a técnica de SUPG (Streamline Upwind Petrov
Galerkin) ricamente apresentada por Brooks & Hughes (1982), e equivalente ao

esquema Upwind empregado em métodos de volumes finitos.

Conforme exposto, o regime turbulento é caracterizado pela intensa flutuacéo
das caracteristicas do escoamento. Para que a presente formulagdo seja capaz de
capturar este fendbmeno, deve-se refinar a discretizagdo do dominio computacional nas
dimensdes de espaco e tempo. Novamente, esta estratégia, referida como DNS
(Direct Numerical Simulation), tende a tornar o0 modelo proibitivo gracas ao excessivo
desempenho computacional demandado. A formulacdo RANS (Reynolds Average
Navier-Stokes) apresenta-se como alternativa a este problema, reformulando as
equacdes de Navier-Stokes ao decompor suas variaveis em componentes médias e
flutuantes (Wilcox, 1998). Como a maior parte dos escoamentos cuja modelagem
computacional é de interesse da engenharia encontra-se em regime turbulento, esta
técnica € muito empregada na simulacédo de fluidos. A formulacdo RANS introduz o
problema de fechamento as equacdes de Navier-Stokes, devendo contar com um
modelo de turbuléncia calibrado experimentalmente para contemplar caracteristicas

especificas a diferentes escoamentos.

11



2.2. Formulacéao variacional

Emprega-se aqui o método dos residuos ponderados, equivalente a formulacdo
variacional do PVC estabelecido na secdo O, resultando assim na chamada “forma
fraca” do problema, em cuja equacao estdo incorporadas as condi¢cdes de contorno
correspondentes. Possibilita-se assim a minimizacdo do erro introduzido ao se
solucionar o problema formulado de forma aproximada pelo método de elementos

finitos.

A forma fraca do problema de valor de contorno exposto na se¢do anterior, e

definido no dominio Q e contorno I = T, + I;, € dada por:

fw‘pg—t:dﬂ+fw-p(u-Vu)dQ+J.2y[(Vw)S : (Vu)s]dQ

+f/1[(Vw):(V-u)l]dﬂ=f(h-w)dl“h+fw-bdﬂ (12)

Tal que:
o-n=hemly
u=geml, #0

u=ggemQetempot,

Os seguintes passos conduzem a deducédo da equacéo 12 a partir da equacéo 1.

2.2.1. Método dos residuos ponderados

Multiplica-se a equacdo 1 pela funcdo vetorial w, chamada de funcdo peso.
Desde que continua por partes, w deve ser arbitraria. Integrando-se a equacao
resultante no dominio Q obtemos:

fw-(pz—ltl)dﬂ+fw-[p(u-Vu)]dQ

=fw'(V'a)dQ+fw-bdQ "

2.2.2. Incorporando a condigcdo de Neumann

O primeiro termo exposto no lado direito da equagédo 13 € integrado por partes

de forma que:

12



fw-(V-a)dQ=fV-(aw)dQ—wa:adQ

(14)
Aplicando-se o teorema da divergéncia de Gauss:
fV- (ow)dQ = f(aw)-ndl“
(15)
Gracas a propriedade de simetria do tensor o
j(aw)-ndr‘z j(an)-wdl‘
(16)

Sendo a funcéo peso arbitraria, ela é definida de modo que:

w = 0 no contorno Iy

Insere-se entdo a condicdo de Neumann descrita ha secdo 2.1.1, em conjunto

com as equacgdes 14, 15 e 16 na equacéo 13, resultando em:

fw-(pi—?)dﬂ+fw~[p (u-vu)]dQ
(17)

=j(h-w)th—wa:adQ+fw-bdQ

2.2.3. Incorporando a equagéo constitutiva
Aplicando-se a propriedade matricial exposta no apéndice 6.1 observa-se que:
Vw : (Vu)’ = (Vw)s: (Vu)* (18)
A equacdao constitutiva 4 aplicada ao segundo termo da equac¢éo 17, conduz a:

wa 0dQ = f(Vw) : (—pDdQ + j 2u[(Vw)s : (Vu)s] dQ (19)

Adotando a penalizacdo descrita na equagao 7:

[vw:gaa=[a1ow : @ wilda+ [ 2ulw)* : (el do (20)

Finalmente, a insercdo da equacédo 20 na equacgéo 17 resulta na equacgéo 12.

13



2.3. Discretizacado por Elementos Finitos

O presente método discretiza o dominio em elementos triangulares. A geometria
do elemento é linearmente parametrizada em funcdo de suas coordenadas naturais,
enquanto o espaco de solugbes € parametrizado por funcdes de forma quadraticas.
Dessa forma, portanto, cada elemento possui seis nos. Sendo o dominio

bidimensional, 12 graus de liberdade estédo associados a cada elemento.

2.3.1. Parametrizacdo geométrica

Cada elemento € parametrizado em fungcdo de suas coordenadas naturais
1, s, e t(r,s). Introduzem-se também as coordenadas nodais de valor inteiro I, ], e K. As
coordenadas r,s, et assumem valor unitarios quando suas respectivas coordenadas
nodais 1,/, e K assumem valores maximos e valor nulo quando as coordenadas nodais

assumem valor unitério. A seguinte relacao é valida:

t(r,s)=1—r—s

A Figura 1 ilustra o elemento de referéncia S

(inoel) (IJ’ K)

no qual se mapeia todos os elementos do N /
dominio computacional. Os nds deste elemento
sédo indexados por um namero inteiro (inper),
assim como por suas coordenadas nodais
(1,],K). Curvas de valores constantes das
coordenadas naturais (r,s,t) sao também

indicadas.

O vetor posicdo x relaciona-se com

coordenadas naturais do elemento em que se
t=1 t=1/2 t=0
K=3 K=2 K=1

Figura 1 — Elemento de referéncia

encontra tal que, dadas as coordenadas x4, x, € x3

dos vértices deste elemento:

X =x.1"+ x5 + x5t (21)
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2.3.2. Funcgdes de forma

As funcbes de forma séo construidas para possuir valor unitario no né a que se
referem, e nulo nos demais (Figura 2). Em qualquer ponto do elemento, o somatério
das funcdes de forma é unitario. Ainda, as funcbes de forma sé sdo definidas no

elemento a que se referem, sendo nulas nos demais.
Dessa forma, sendo as func¢des de forma indiciadas pelo n6 a que se referem (i,e;):
Ny =r(2r-1) N, =s5(2s—-1) Ny =t (2t—1)

N,=4rs N =4st Ng = 4tr

N4(r.s)

Figura 2 - Fun¢des de forma quadraticas N;(r,s) € N,(r,s)

2.3.3. Derivadas das funcdes de forma

A presente formulagéo exige que as derivadas das func¢des de forma em relacdo
ao vetor x = xi + yi sejam avaliadas. A funcdo de forma N; é definida na secao 2.3.2
em termos de suas coordenadas naturais r,s e t(r,s), de modo que a regra da cadeia

€ aplicada para possibilitar a avaliacéo:

aNi . aNl or n ONL ds aNl . aNl or n aNl ds
dx  Or 0x 0s Ox dy or dy 9s dy

Observa-se que, de acordo com a equacgao 21:

ox dx

=T 5 =

— = Xy — X
or 2 3
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Define-se o jacobiano do mapeamento J, tal que:

[ONL- /or ] N, /dx ]

oN;/os | ~ 7 [an; /oy

O determinante de J coincide com o dobro da area do elemento (24), tal que o

inverso do jacobiano deste mapeamento é:

J =

_i[yz_% y3—y1]

X3 — Xy X1 — X3
Finalmente:

onigon | =77 onijoc

2.3.4. Método de Galerkin bidimensional

O método de Galerkin é definido utilizando-se funcbes de forma idénticas para
aproximar o espaco de solucdo (u) e a funcdo peso (w). O campo de velocidades é
obtido pela soma das solu¢bes em todos 0s nés do dominio, ponderadas pela fungéo

de forma associada ao né correspondente.

O ndmero de equagbes n., € dado pelo nimero de nds do dominio n,,,
multiplicado pelo numero de graus de liberdade por n6 ng =2, em um espago
bidimensional. A condi¢cdo de Dirichlet deve ser imposta em parte do contorno (/) de

forma que o nimero de equacGes prescritas n.,4, € maior do que zero.

Seja d; a velocidade obtida no grau de liberdade j, g, a velocidade prescrita no
grau de liberdade k € T, e ¢; o valor da fungdo peso no grau de liberdade i, entdo o
método de Galerkin é aplicado de forma que u e w sejam aproximados por # e w,

definidos a seguir:

N Teq Meqp
u= Z - {Nd} + Z {Nkgx}
j=1 Neg+1
Py neq
w = Z {Nici}
i=1

w = 0 no contorno I
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Ao substituir 1 e w no lugar de u e w na equacgado 12, obtém-se um sistema
matricial, na forma da equacéo 22. Observe que a partir de agora, u passa a denotar o

vetor solugéo, formado por dj=1_.neq

Mu+[C+Ku)|u=F (22)

Onde M é a matriz de massa, € a matriz de difusdo, K(u) a matriz de conveccao
assimeétrica e ndo linear, F o vetor forcante e 4 0 campo de aceleragdo local. A matriz

de difusdo € composta pelos termos viscoso €, e penalizado C,, tal que:

C=C,+( (23)

O desenvolvimento desta formulagdo pode ser acompanhado pela metodologia
de elementos finitos, profundamente apresentada por Hughes (1987), e resulta na
independéncia entre c; e o0 espago de solugédo d;, devido a arbitrariedade de w. As
matrizes apresentadas nas equacdes 22 e 23 tém sua forma detalhada no apéndice
6.2.

2.3.5. Correspondéncia entre as formas do P.V.C. formulado

A Tabela 1 ilustra & que termos das equacdes 1 (Forma forte) e 12 (Forma fraca)

se referem os termos da equagéo 22 (Forma semi-discreta).

Tabela 1 - Correspondéncia entre termos das formas forte, fraca e semi-discreta

Forte Fraca Semi-Discreta
du Ju
- —dQ M7

P ot T u

f 26l (YW)* : (Vu)*] d

+f/1 [(Vw) : (V- w)I]dQ

p(u-Vu fp (u - Vu) dQ K(u)u

b f(h-w)drh+fw-bdn F
c-n=hemT,
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3. Estratégia de solucao

Apresentam-se nesta secao os métodos que permitem a resolucédo e avaliacdo
do sistema matricial da equacéo 22.

3.1. Integracdo numérica

Em modelos matematicos com restricdes internas, como no caso da
incompressibilidade, as propriedades do modelo continuo ndo sdo automaticamente
transferidas para o modelo discreto (Karam, 1989). As condi¢cdes de existéncia e
unicidade para o modelo discreto, expressas pelo teorema de Brezzi (Brezzi, 1974
apud. Karam, 1989), devem entdo ser avaliadas para cada espaco de aproximacao
escolhido. Neste trabalho optou-se em discretizar o dominio em elementos
triangulares quadréticos, se fazendo necessario o emprego de integracao reduzida nos
termos penalizados (Hughes, et al., 1979). A integracdo reduzida dos termos
penalizados torna o modelo obtido matematicamente similar aquele obtido pelos
métodos mistos (Malkus & Hughes, 1978).

Aplica-se entdo a integragdo de Gauss, avaliando a matriz penalizada C; em um
ponto, posicionado no centroide do elemento. Os demais termos das equacdes 22 e
23 sdo integrados por trés pontos. Os pontos onde se avaliam as propriedades
integradas se posicionam no elemento de referéncia, no qual todos os elementos sédo

mapeados, de acordo com a Figura 3.

5 E=1
Integragio \ Integracio

. 8.t

\ Reduzida ' Completa (r.s.t)
(r.s.t) Q (4/6:1/6:1/6)
(1/3:1,3:173) |~ (1/6:4/6:1/6)
- el (1/6:1/6:46)

t r t r

Figura 3 - Integracdo de Gauss no tridngulo de referéncia
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3.2. Algoritmo de solucéo transiente

Implementou-se o algoritmo preditor corretor, linear implicito e de passo unico,
apresentado por Hughes, et al. (1979). Considerando-se determinado instante de
tempo t, = nAt e iteragdo i, indicados pelos subscritos e sobrescritos abaixo se

apresenta as equacdes 24, 25, 26 e 27 que descrevem o método adotado.

(M + yALCYULY = My + YAt |Frpy — K (ul), ) ul, (24)
Uy = Uy + (1 —p)Atu, (25)
u5104?1 = Un g (26)

Upyr = (Upgr — Uny1)/ (YAD) (27)

onde 1,,, € o preditor do campo de velocidades, At o passo de tempo, e y uma
constante que determina a estabilidade e convergéncia do método. Nas aplicacbes

seguintes y = 0.5.

7

A Equagéo 24 e resolvida a cada iteragdo. A matriz ndo linear K(ufgl) uffll e

avaliada de forma explicita enquanto a matriz simétrica linear (M + yAtC) é avaliada
de forma implicita. A matriz a ser invertida é linear e a inversao pode ser efetuada
somente uma vez para um passo de tempo fixo. A matriz ndo linear é tratada de forma

linearizada conforme o método de Picard (Engelman, et al., 1981).

A inversdo da matriz (M + yAtC) é efetuada de forma direta pelo algoritmo de
fatoracdo de Crout (Hughes, 1987). O algoritmo de reordenamento de malha de Cuthill

& McKee (1969) foi implementado para aperfeicoar o desempenho da inverséo.

3.3. Esforgos no corpo rigido

As forcas nodais equivalentes a distribuicdo de esforcos na estrutura rigida sao
avaliadas conforme apresentado por Silva, et al. (2009). Considera-se entdo a forca
interna atuante em cada elemento acoplado ao corpo rigido e indicado pelo dominio
Q,:

ient = fBTadQe (28)
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Seja n,, 0 nUmero de nos pertencentes ao elemento e N, a funcdo de forma

associada ao n6 I, a matriz B é o operador diferencial discreto:

BB N, -1 (29)
=Bjj=5—, =1,..., Ny
ax]-
A forca nodal equivalente em determinado n6 é obtida pelo somatério da
contribuicdo de forca nodal interna do no para com cada elemento adjacente a este
né. A forga total no corpo é finalmente avaliada somando-se as reagfes as forcas

nodais equivalentes dos nos adjacentes a estrutura.

3.4. Parametros numéricos

As qualidades de convergéncia e estabilidade do modelo numérico empregado

relacionam-se com parametros adimensionais apresentados nesta secao.

O numero de Peclet (Pe,) é definido pelo nimero de Reynolds (Equacdo 11)
avaliado com variaveis caracteristicas do elemento computacional a que se refere
(subscrito e). Seja U, a velocidade caracteristica do escoamento no elemento e L, 0

comprimento caracteristico deste elemento:

Pe, = pU,L./u (30)

Analogamente ao nimero de Reynolds, o Peclet compara a intensidade de
forgas inerciais e viscosas do escoamento. Entretanto no niumero de Peclet as forgcas
inerciais tem sua intensidade avaliada a nivel do elemento computacional,
relacionando-a ao comprimento do elemento L.. De forma geral o aumento do nimero
de Peclet indica a preponderancia de forcas inerciais, incentivando os efeitos adversos
de estabilidade e convergéncia advindos do termo convectivo e discutidos em 2.1.5.
Sendo p, U, e u propriedades do escoamento, L, deve ser reduzido para que o nimero
de Peclet seja suficientemente pequeno indicando a adequac¢do do dominio

computacional ao tratamento do termo convectivo.

Na equacdo unidimensional de conveccdo-difusdo, e.g., prova-se que a
formulacéo discreta é estavel para Pe < 1 (Brooks & Hughes, 1982). Para problemas
nao lineares e multidimensionais, entretanto, ndo € possivel estabelecer um limite
preciso para o Peclet, devendo este ser avaliado de forma especifica para cada

escoamento e discretizacdo modelados.
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Neste trabalho, L, € considerado como a média das arestas do elemento
triangular, enquanto U, € a média dos modulos da velocidade obtida nos vértices do

elemento.

O numero de Courant-Friedrichs—Lewy (CFL) relaciona as discretizacdes
espacial e temporal com a velocidade caracteristica U,. Seja At o passo de tempo

empregado, o CFL é definido para determinado elemento:

CFL, = U,At/L, (31)

O CFL pondera a taxa com que uma “Particula caracteristica” atravessa um
elemento (U,/L.), com o intervalo de tempo em que se avaliam as propriedades do
escoamento (At). Se CFL > 1, esta particula atravessa o elemento em um intervalo de
tempo menor do que At, sugerindo que informagéo pode estar sendo perdida entre os
passos de tempo considerados. Assim como para o Peclet, em problemas complexos
o limite de CFL que garante a estabilidade e do modelo n&o é precisamente definido,
devendo ser avaliado de forma especifica para cada problema e podendo inclusive ser
maior do que a unidade. O intervalo de tempo deve ser estipulado de forma a garantir

gue o CFL seja inferior ao limite identificado.

Conforme discutido em 2.1.5, o termo convectivo é responsavel por introduzir
efeitos adversos de estabilidade e convergéncia ao modelo numérico. E de grande
interesse entdo avaliar a intensidade do termo convectivo em determinado
escoamento, reconhecendo suas peculiaridades. Com este objetivo compara-se a
norma entre 0s termos convectivos (Proporcionais a matriz de conveccao) e difusivos

(Proporcionais a matriz de difusédo) da equacao 22, através da razao:

|K(uw) u|
|C ul

A convergéncia do algoritmo de solucéo iterativo é atestada pela discrepancia

dos termos convectivos em dois passos sucessivos, dada por:

e (u2,) u, | - | (u5) usy?
|K (ugzd) ug}d
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3.5. Algoritmo de solucéao

O sequenciamento da estratégia de solucdo apresentada é ilustrado a seguir.

. ®

i+1 B

A Xn+1 nti
——

(M + yALC Uity = My + yAt[Fr — K (ul), ) ), |

e Avalia matrizes de massa e difusdo M, C.
e FatoraamatrizA =M + yAtC.
e Loopnotempon =(0..N),t=(0..N-At):

o Calcula preditor %, = u, + (1 —y)Atu, = u,(ffl.

o Loop iterativo (i = 0..convergéncia):

. Avalia a matriz de convecgéo K (uffll).

®

- Avalia o vetor forgante B, . ;.

" Avalia campo de velocidades x,(fi’ll) = A‘lB,(fil.

. Confere a convergéncia entre K (u;";lﬂ) e K(uff}rl).

o Atualiza campo de aceleragoes ;1 = (Upeq1 — Ups1)/ (YAL) .
o Atualiza campo de pressdes p = —A(V - w).

o Avalia esfor¢os no corpo rigido.

o Avalia pardmetros numericos relevantes.

o Escreve arquivos de saida.
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4. Estudos de caso

Nesta secdo apresentam-se aplicacbes com o objetivo de avaliar algumas das
capacidades da metodologia proposta e validar sua implementagcdo. Os casos foram
selecionados estrategicamente para avaliar diferentes efeitos hidrodinamicos como
recirculacdo, separacdo da camada limite, ondas de choque e desprendimento de
vortices. Os resultados obtidos sdo confrontados com resultados experimentais e
numericos, presentes na literatura ou obtidos com o uso de consagrados software
comerciais. Nesta secdo, todas as medidas e grandezas apresentadas sao

adimensionais, podendo representar qualquer sistema de unidade consistente.

Incialmente é apresentado um problema do escoamento interno induzido em
uma cavidade pelo movimento de seu bordo superior com Re = 400 e Re = 1000. Este
escoamento da origem a diversos focos de recirculagcdo no interior da cavidade.
Compara-se o0 campo de velocidade em regime permanente com adgueles disponiveis

na literatura.

A seguir avalia-se 0 caso do escoamento interno a um duto, que ao encontrar
um obstaculo com cantos vivos, da origem a fortes efeitos de separacgéo e recirculagéo
a jusante do obstaculo. Os resultados para o campo de velocidade sdo comparados
em regime transiente com aqueles gerados na ferramenta comercial de volumes

finitos, Fluent.

O terceiro caso é de interesse da engenharia sismica, e modela um reservatorio,
cuja barragem é subitamente acelerada de encontro ao fluido. O termo convectivo é
nulo, sendo o problema formulado reduzido a equacdo de Stokes apresentada nha
secao 2.1.1. O campo de pressdes gerado ao longo da barragem é comparado com

aquele previsto na literatura.

Finalmente, modela-se o caso de interesse da indUstria submarina, onde o
escoamento externo uniforme encontra um corpo cilindrico de secdo circular,
induzindo o desprendimento dos vértices que formam a esteira de von Karman.
Comparam-se os resultados do campo de velocidades e as forcas induzidas no
cilindro com aqueles previstos em modelos experimentais e numéricos. Explora-se o
limite que a formulagdo empregada encontra ao modelar escoamentos em maiores

numeros de Reynolds e com forte carater convectivo.
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4.1. Escoamento em cavidade retangular

Neste caso, 0 escoamento interno desenvolve-se no interior da cavidade
apresentada na Figura 4, induzido pela velocidade horizontal unitaria de seu bordo
superior. Os demais bordos da cavidade mantém velocidade nula, e todos possuem
dimensdes unitarias. O numero de Reynolds é avaliado para este problema
considerando comprimento e velocidade caracteristicos unitarios. O escoamento

converge em um regime estacionario.

X)

Figura 4. Geometria e condi¢des de contorno; Campo de velocidades (Re = 1000).

O problema apresentado foi modelado para Re < 1000. Aqui sdo apresentados
0s resultados em regime permanente obtidos para Re = 400 e Re = 1000. Conforme
exposto a seguir, 0s resultados obtidos apresentam forte concordancia com aqueles

de referéncia expostos na literatura.

4.1.1. Reynolds 400

A malha uniforme modelada é formada pela subdivisdo de cada bordo em 80
segmentos igualmente espacados, formando 80 x 80 quadrados que por sua vez
originaram o dobro de elementos triangulares quadraticos. Formam-se dessa forma
25.921 nés e 12.800 elementos.
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O resultado obtido em regime permanente com ndamero de Reynolds 400 é
comparado com o resultado publicado por Reddy (1982) na Figura 5. Nesta figura
superpbem-se as componentes horizontais e verticais do perfil de velocidade
observado ao longo das linhas de centro vertical e horizontal respectivamente. A

comparacdao realizada indica boa concordancia entre os resultados.
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Figura 5. Perfil de velocidade perpendicular ao longo das linhas de centro com
Re = 400. Adaptado de Reddy (1982).

4.1.2. Reynolds 1000

A malha uniforme modelada é formada pela subdivisdo de cada bordo em 100
segmentos igualmente espacados, formando 100 x 100 quadrados que por sua vez
originaram o dobro de elementos triangulares quadraticos. Formam-se dessa forma
40.401 no6s e 20.000 elementos.

Em estado permanente, o perfil de velocidade perpendicular ao longo das linhas de
centro horizontal e vertical para o problema da cavidade em Re = 1000 é confrontado
com os resultados apresentados por Ghia, et al. (1982), na Figura 6. A comparacao

indica boa concordancia entre os modelos.
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Figura 6. Perfil de velocidade perpendicular ao longo das linhas de centro (L.C.)
com Re = 1000. Confrontado com Ghia, et al. (1982).

Ainda em estado permanente, as

linhas de corrente obtidas por esta

metodologia s&o comparadas com aquelas obtidas por Ghia, et al. (1982), na Figura 7.

Presente
Metodologia

Lo o4

0.2 0.4

Figura 7. Linhas de corrente obtidas com Re = 1000. Confrontado com Ghia, et al. (1982).
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4.2. Escoamento em ressalto hidraulico

Modela-se nesta secdo 0 escoamento através de um duto obstruido por um
obstaculo de formato quadratico. A geometria do dominio é ilustrada na Figura 8, em
conjunto com as condicdes de contorno e o campo de velocidades obtido na unidade
de tempo 2,1. O fluido modelado possui massa especifica p = 200 e viscosidade
dindmica u = 1. Este modelo converge para um resultado estacionario, mas a solugéo

transiente é investigada.

A fronteira esquerda do dominio representado tem velocidade prescrita unitaria,
e direcdo perpendicular a geometria do contorno. A fronteira direita do dominio
representa a saida, com fluxo livre induzido pela condicdo de Neumann nula. As
demais fronteiras apresentam condi¢cdes de ndo penetracdo e ndo deslizamento. No
estante inicial, a velocidade é nula em todo o dominio. A partir de entdo o contorno de

entrada acelera até obter velocidade unitaria.

uy=0 u=0

=0

1,2 0,4 2,4

Figura 8 - Geometria e condi¢c6es de contorno; Campo de velocidades (t = 2,1).

A malha correspondente aos resultados aqui apresentados possui 12.723 nos
distribuidos em 6.224 elementos (
Figura 9). Os mesmos elementos foram modelados no software comercial de volumes
finitos Fluent, embora este considere as func¢des de forma lineares. O passo de tempo
é At =0,01. Na
Figura 9 superpfe-se a malha apresentada, as linhas nas quais se avalia o campo de
velocidades para possibilitar a comparagcdo numérica entre os resultados obtidos pela

presente metodologia e o Fluent (Figuras 10 a 14).
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As Figuras 15 a 19 ilustram as linhas de corrente resultantes para o modelo

apresentado em diferentes passos de tempo.
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Figura 18 - Linhas de corrente no tempo 3.71

Figura 19 - Linhas de corrente no tempo 4.81
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4.3. Impacto sismico em reservatorio

E de grande interesse da engenharia, obter a distribuicio de pressdes ao longo
de uma barragem, quando esta acelera de forma slbita contra um reservatorio. Este
movimento pode ser induzido e.g. por um evento sismico.

A Figura 20 ilustra o reservatorio modelado em formato retangular, bem como
suas condi¢des de contorno e o campo de velocidades obtido com 20.000 elementos.
O bordo esquerdo representa a barragem, que acelera de forma constante contra o
reservatorio. As condi¢cdes de ndo penetragdo e livre deslizamento sdo aplicadas no
fundo do reservatério, e as condi¢des de fluxo livre (Vetor forca de superficie nula) é
aplicada nos bordos direito e superior. O fluido modelado possui massa especifica

p = 1, e viscosidade dinamica u = 1073,

Sugerido pela curta transiéncia do fenémeno, impde-se que o termo convectivo
da equacado do movimento é nulo, de forma que a equacgdo 1 resume-se a equagéo de
Stokes. Embora o campo de velocidades continue apresentando aceleracéo local, o
campo de pressfes converge para o estado estacionario.
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Figura 20 — Reservatério modelado; condicdbes de contorno e campo de
velocidades obtido com 20.000 elementos.

Apresentam-se aqui os resultados obtidos para duas malhas ordenadas e
distintas. As malhas menos e mais refinadas séo criadas subdividindo cada bordo do
reservatorio em 10 e 100 elementos respectivamente. Originam-se assim 10 X 10 e

100 x 100 quadrados que por sua vez dao origem a 200 e 20.000 elementos.
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Conforme se observa nas Figuras 21 e 22, a metodologia aqui empregada para
a obtencdo da pressdo a partir da equacdo 7 resulta em um campo de pressdo nao
suave, i.e., cujas derivadas sdo descontinuas nos bordos dos elementos. Este
fendbmeno € previsto por Hughes, et al. (1979), que apresenta uma técnica de poés-

processamento para a suavizacdo do campo de pressoes.

Destaca-se que embora as figuras abaixo se refiram a tempos distintos, ambos
0s campos atingiram estado permanente, sendo os diferentes passos de tempo

adotados, responsaveis pela diferenca apresentada.

Time = 4.977 Time = 0.49760

7305:;;@
Figura 21 — Campo de pressdes resultante Figura 22 — Campo de pressdes resultante
para a malha ordenada de 200 elementos. para a malha ordenada de 20000 elementos.

As Figuras 23 e 24 comparam a pressdo obtida ao longo da barragem com
aquela apresentada por Hughes, et al. (1979). Percebe-se entdo 6tima concordancia
entre os resultados obtidos, e que a suavizacdo do campo de pressdes pode,
possivelmente, levar a convergéncia entre 0s resultados apresentados para as

diferentes malhas modeladas.
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4.4, Cilindro circular imerso em escoamento uniforme

O modelo consiste em um cilindro circular imerso em um escoamento uniforme.
Um par de vértices surge a jusante do cilindro como resultado de sua interacdo com o
escoamento incidente. Quando o escoamento atinge maiores nimeros de Reynolds
esses vortices se tornam instaveis e se desprendem do corpo, sendo carregados pelo
escoamento e originando a esteira de vortices de von Karman, fendmeno observado

nesta modelagem.

Na industria submarina, o fenbmeno de desprendimento de vortices aqui
modelado é responsavel por induzir esfor¢cos alternados no corpo cilindrico, que
representa a se¢cdo de um duto submarino. Esses esfor¢os induzem a deflexdo do
duto, e por sua natureza alternada podem acarretar em falhas por fadiga. O
dimensionamento racional do duto deve prever o esfor¢o atuante devido as correntes
incidentes. Para representar este fendbmeno em escala de campo a presente
metodologia deve evoluir para considerar efeitos de turbuléncia em um dominio
tridimensional com altos numeros de Reynolds e movimentos de corpo rigido. Ainda
assim, a presente modelagem € a porta de entrada para este problema, permitindo a

maturidade cientifica necessaria ao estudo deste complexo problema.

Este fendbmeno é referido por Brooks & Hughes (1982) como “Um dos mais
desafiadores problemas para métodos numéricos, ja que todos 0s termos presentes

nas equacgdes de governo séo significantes”.

O modelo, suas dimensdes e condi¢des de contorno séo ilustrados na Figura 25.
O bordo esquerdo do dominio é onde o fluxo incide com velocidade prescrita, uniforme
e unitaria. O bordo direito recebe condicao de saida, com forca de superficie nula. Em
suas extremidades superior e inferior o dominio encontra condigdo de ndo penetracao,
mas livre deslizamento. Em sua interface com o corpo cilindrico, o fluido tem

velocidade prescrita nula.

No estante inicial, a velocidade é nula em todo o dominio. A partir de entdo o
contorno de entrada acelera de forma constante entre os instantest =0 e t = 1, onde
obtém velocidade unitaria.
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Figura 25. Geometria e condi¢cBes de contorno do modelo de von Karman

O desprendimento alternado de voértices observado nesta modelagem ocorre
com frequéncia f. A forca que age sobre o corpo rigido € decomposta em suas
componentes paralela e transversal ao escoamento incidente, e recebem o nome de
forca de arrasto (Fp) e forca de sustentacdo (F;) respectivamente. A magnitude de Fj
oscila com frequéncia 2f e média positiva, enquanto a magnitude de F; oscila com
frequéncia f e média nula.

Seja D o diametro do cilindro de sec¢édo circular, e U, a magnitude da velocidade
incidente, o adimensional de Strouhal (St) descreve a frequéncia de liberacdo dos
vortices, tal que:

St=fD/U, (32)

Para os numeros de Reynolds considerados, a literatura (Ahlborn, et al., 2002)
prevé através de procedimentos experimentais que o nimero de Strouhal relacionado

a frequéncia de liberacao de vértices é dado pela formula:

St = 0.212(1 — 21.2/Re) (33)

Para este problema o nimero de Reynolds considera a velocidade caracteristica

U, e 0 comprimento caracteristico D, tal que:

Re = pUyD/u
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4.4.1. Reynolds 100

A malha gerada é ilustrada na Figura 26 e possui 164.872 n6s e 81.674
elementos. O contorno do corpo cilindrico € composto por 2.520 nds. O intervalo de

tempo adotado é de 0,01 unidades de tempo.

¥

i

Figura 26. Malha de elementos finitos para o0 modelo de von Karman

A equacdo 33 indica numero de Strouhal de 0,167 para o modelo aqui
considerado, equivalente a um periodo de 5,99 unidades de tempo entre o
desprendimento de cada vortice. O periodo correspondente, observado nos resultados
obtidos pela presente modelagem é de 5,79 unidades. Observa-se assim discrepancia

de 3,3% entre o resultado modelado e aquele previsto pela literatura.

Para validar as amplitudes do campo de velocidade e dos esfor¢cos induzidos no
cilindro, o mesmo modelo foi implementado na plataforma comercial Fluent. Os
mesmos elementos sdo modelados por ambas as formulacées, embora o Fluent
considere as fun¢des de formas lineares, tendo numero de nés reduzido. A Figura 27
compara os resultados de velocidades obtidos por ambas as ferramentas em quatro
graficos. Cada um dos graficos exibidos na Figura 27 refere-se a um ponto
posicionado na linha de centro horizontal, onde se observa a componente vertical do
perfil de velocidade.
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Figura 27. Velocidades transversais obtidas com a presente metodologia e o
Fluent. Reynolds 100.

A Figura 28 superp®e os sinais da componente transversal da forga resultante no

cilindro, observadas por cada metodologia.

Forca Transversal x Tempo

Fluent

0.1 |Presente metodologia —

Forca
(==}

0 20 40 60 80 100 120 140
Tempo

Figura 28. Esforcos transversais no cilindro, obtidos pela presente metodologia e
pelo Fluent. Reynolds 100.

A amplitude observada por cada um dos sinais indica 6tima concordancia entre

as modelagens. O sinal gerado pela plataforma Fluent, porém, tem periodo de 7,64

37



unidades de tempo, apresentando discrepancia de 27,6% em relacdo ao valor previsto

pela equacéo 33.

Observa-se uma assimetria atipica em ambos os resultados apresentados no
primeiro gréafico da Figura 27. Devido a sua pequena amplitude, essa anomalia ndo foi
considerada como relevante as andlises aqui realizadas, mas sugere-se 0

aprofundamento desta investigacdo em trabalhos futuros.

A Figura 29 ilustra os resultados obtidos pela presente metodologia e Re = 100,
ao colorir o dominio e tracar linhas de contorno baseadas na magnitude do campo de
velocidade.

Velocity

1.393e+000
X 1.045e+000
6.965e-001
3.482e-001

0.000e+000

Figura 29. Esteira de Von Karman, Re = 100.
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4.4.2. Reynolds 1000

Pretende-se nesta secdo explorar os limites da formulacdo empregada,
aplicando-a a um escoamento complexo, com forte carater convectivo e relativamente
alto numeros de Reynolds. Além de St, serdo avaliados nesta se¢éo os coeficientes de
sustentacdo (C;) e arrasto (Cp), que adimensionalizam as for¢as atuantes no cilindro,
tal que:

Fp Fy

Cp = ——— C, =—2r
P 0,5pU2D L7 0,5pU2D

Os valores de referéncia adotados tém origem em procedimentos experimentais.
O numero de Strouhal tem como valor de referéncia a equacdo 33, que neste caso
resulta em: St,., = 0,207. O valor de referéncia com o qual se compara os resultados
médios do Cp é bem difundido na literatura, e foi reproduzido numericamente por

Yeung, et al. (1993), tal que CDTef = 1,0. O coeficiente de sustentacdo oscila em torno

de um valor nulo, e sera estaticamente avaliado conforme Norberg (2003), tal que seja
F, o valor quadratico médio (r.m.s) da forca de sustentacgo:

F,

€, = ——5—
L7 0,5pU2D

Conforme discutido na sec¢do 3.4, o numero de Peclet (Pe) deve ser utilizado
para avaliar a adequagdo do dominio computacional ao grau de conveccdo do
escoamento. Na secao anterior apresentou-se este problema com Re = 100. Segundo
a equacao 30, para que o mesmo modelo da secao anterior representasse Re = 1000,
mantendo o numero de Peclet constante, o tamanho caracteristico dos elementos

deveria ser multiplicado por 10, tornando o custo computacional demasiadamente alto.

Para viabilizar os presentes resultados modificou-se o tamanho do dominio
computacional, nas medidas da Figura 30 (Comparar com a Figura 26), i.e., 0
comprimento entre a entrada e o cilindro passa de 8 para 4 unidades, e o comprimento
total do dominio de 24 para 20 unidades. O nimero de nds no corpo cilindrico também
foi drasticamente reduzido, de 2.520 na Figura 26 para 300 na Figura 30. Uma nova
estratégia de geracdo de malha foi aplicada ao redor do cilindro, proporcionando a
adequacdo destes elementos a forte variagdo do campo de velocidades em uma

direcao preferencial (Figura 31), sem comprometer as demais regiées da malha.
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A malha ilustrada nas Figuras 30 e 31 é uma dentre as quais terdo seus
resultados explorados neste projeto. As caracteristicas de todas as malhas aqui
estudadas sao apresentadas na Tabela 2, e referenciadas pelo numero de
identificacdo do modelo (ID). O refinamento global do modelo 1 resulta no modelo 2. A
diminuicdo do intervalo de tempo (dT) do modelo 2 resulta no modelo 3. O
refinamento local a jusante do cilindro conduz o modelo 2 ao modelo 4, sendo

acompanhado pela reducdo do nimero de nés na fronteira do cilindro.

Destaca-se que o sacrificio do refinamento na fronteira do cilindro no modelo 4
compromete as analises de convergéncia realizadas, e que a discretizacao temporal
deve ser reavaliada apds as alteracdes na discretizacdo espacial do dominio. Estas
inconsisténcias sdo consequéncia da alta capacidade computacional demandada
pelos 147.336 elementos modelados, i.e., cerca de 50 horas de processamento e 10
GB de memoria alocada. O excesso de demanda computacional se deve
primeiramente a falta de estabilizacdo dos termos convectivos, mas também a falta de

otimizacéo da quantidade de memodria alocada e de técnicas de paralelizacéao.

4,5 gls 15,5 J

Figura 30 — Malhas ID = 1 (Em cima) e ID 4 (Em baixo); Alteracbes geométricas realizadas no
modelo apresentado na Figura 26.
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Figura 31 - Malha (ID = 4) para Re = 1000. Detalhe para a estratégia de geragdo dos
elementos que cercam o cilindro.

Tabela 2 — Diferentes modelos gerados para Re = 1000

ID Nés Elementos | Nds no cilindro dar Regido refinada
1 94.848 47.114 300 5,00E-03

2 210.264 104.668 300 5,00E-03 Global

3 210.264 104.668 300 2,50E-03 Global

4 295.704 147.336 200 5,00E-03 Jusante

Apresenta-se nas Figuras 32 e 33 as séries temporais dos coeficientes de
arrasto e sustentacdo obtidos com os modelos apresentados na Tabela 2. Percebe-se
gue embora o refinamento global tenha tornado o modelo 1 estavel, ele claramente
nao converge para o resultado esperado, uma vez que ndo captura as flutuacoées nos
coeficientes de forca com devida intensidade. O refinamento global subsequente faz
com que o modelo 2 capture este fenbmeno e sugere que 0 modelo se aproxima da
convergéncia. O refinamento do passo de tempo no modelo 3 leva a resultados
coincidentes com aqueles ja obtidos, indicando a convergéncia da discretizagdo
temporal. O refinamento a jusante do cilindro no modelo 4 vem acompanhado da
diminuicdo do numero de nés que o compfe, e volta a introduzir diferencas no

escoamento resultante. Percebe-se entdo que a discretizacdo espacial pode melhorar.
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Coeficiente de arrasto (Cd)
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Figura 32 - Série historica do coeficiente de arrasto
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Figura 33 - Série historica do coeficiente de sustentacéo

As constatacfes levantadas no paragrafo anterior sdo embasadas
guantitativamente na Tabela 3. Destacam-se nesta tabela os parametros numéricos
Peclet e CFL que em conjunto com outros resultados aqui omitidos, comecam a
esbocar seus limites de estabilidade para este problema (Pe < ~100, CFL < ~1).
Suspeita-se que o limite de CFL maximo para obter-se a convergéncia poderia
aumentar caso fossem adotadas condi¢cfes iniciais mais convenientes do que a
solucéo trivial.
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Tabela 3 - Resultados obtidos para Re = 1000

ID 1/f (s) C, Cp Peclet max. CFL méx.
1 7,92 0,03 0,96 86,25 0,28
2 5,94 0,37 1,08 60,04 0,47
3 5,94 0,37 1,08 60,51 0,24
4 5,28 0,35 1,15 79,94 0,28

As qualidades dos resultados obtidos sao avaliadas na Tabela 4 (St e Cp) € na
Figura 34 (C,). Nesta figura superpde-se os resultados aqui obtidos com aqueles
compilados por Norberg (2003). A grande variancia entre os resultados compilados
demonstra a dificuldade de modelagem do fenémeno estudado, mesmo que por

procedimentos experimentais.

Considera-se que os modelos 2, 3 e 4 apresentam resultados razoaveis quando
comparados aos valores de referéncia, mas conforme ja constatado deve-se investigar
a divergéncia entre os modelos 2 e 4. No modelo 4 diminui-se a discrepancia que
gualifica a alternancia de desprendimento de vértices (St), ja que o refinamento a
jusante representa melhor a esteira de von Karman. Por outro lado, a diminuicdo do
numero de nds no cilindro deve ser responsavel pelo aumento da discrepancia do

coeficiente de arrasto.

Este modelo deve ser profundamente estudado em trabalhos futuros, permitindo

a obtencdo de resultados mais conclusivos.

Tabela 4 - Comparagdo numérica entre valores aqui obtidos e os de referéncia

ID St Cp
1 | 64% -4%
2 | 23% 8%
3 | 23% 8%
4 | 10% 15%
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Figura 34 — Comparacd@o numérica entre valores aqui obtidos e os de referéncia.
Adaptado de (Norberg, 2003).

As Figuras 35 a 38 ilustram o campo de velocidades obtido para o modelo 4
desta secado, colorindo o dominio, e tracando linhas de corrente e vetores que
representam o campo de velocidades ao longo do tempo. Observe que a condigéo
inicial € u = 0 em todo o dominio, e que a velocidade prescrita na entrada acelera de
forma constante entre os instantes t, =0 e t =1, mantendo a partir de entdo a

velocidade unitaria.

Sugere-se 0 aprofundamento do estudo realizado nesta secao, investigando o
impacto que variagbes nas dimensdes do dominio, e refinamentos nas regides de

interesse, i.e., em torno do cilindro e na esteira, introduzem nos resultados obtidos.
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Figura 35 - Linhas de corrente e campo de velocidades para Re 1000, modelo 04. t = 10.

L

)

Figura 36 - Linhas de corrente e campo de velocidades para Re 1000, modelo 04. t = 15.

Figura 37 - Linhas de corrente e campo de velocidades para Re 1000, modelo 04. t = 20.
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Figura 38 - Linhas de corrente e campo de velocidades para Re 1000, modelo 04. t = 40.
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5. Conclusao

Apresentou-se neste trabalho uma formulacéo penalizada de elementos finitos,
capaz de modelar escoamentos bidimensionais e incompressiveis de fluidos
newtonianos. O estudo metodolégico que compde a formulagcdo empregada foi
apresentado, incentivando sua aplicabilidade a outros problemas de valor de contorno.
Algumas das principais dificuldades presentes na simulagdo computacional de fluidos
foram introduzidas, bem como os métodos utilizados para contorna-las. Os estudos de

caso apresentados validam o codigo implementado e exemplificam suas capacidades.

A principal dificuldade encontrada por esta formulacdo é a reproducdo de
escoamentos com forte carater convectivo, uma vez que nenhuma técnica de
estabilizacdo € introduzida. Esta dificuldade foi discutida na secdo 2.1.5 e
exemplificada na secdo 4.4.2. Mostrou-se que desta forma o refinamento global
necessario pode tornar o modelo proibitivo, ou comprometer a convergéncia do
método, por inibir o refinamento local da malha nas regides mais criticas, i.e., onde o
campo de velocidades varia mais rapidamente ou onde as derivadas espaciais deste

campo constituem os parametros de interesse.

Ressalta-se que o cddigo implementado ndo leva em consideracao técnicas de
computacdo de alto desempenho. Estas aumentam drasticamente a eficiéncia de
métodos numéricos, diminuindo a quantidade de meméria requerida e aumentando a
capacidade de processamento. Neste sentido espera-se que ao introduzir técnicas de
paralelismo e reescrever o codigo para que este apresente reducdo do consumo de
memoria demandado, regimes de escoamento com maiores numeros de Reynolds

sejam explorados.

Trabalhos futuros pretendem estender as capacidades da formulacdo
desenvolvida, capacitando-a, por exemplo, a solucionar problemas tridimensionais e
de interacdo fluido-estrutura, onde devem ser incorporados modelos de superficie
livre, turbuléncia e movimento de corpo rigido. Estas propostas devem aumentar
drasticamente o consumo de capacidade computacional demandado para determinado
problema. Considera-se entdo o emprego de técnicas capazes de contornar 0S
problemas encontrados em maiores nimeros de Reynolds, como a técnica de SUPG

apresentada por Brooks & Hughes (1982).

O principal objetivo alcancado foi o desenvolvimento e implementagédo de uma
formulac@o consistente, capaz de modelar as equacdes de Navier-Stokes de forma

conveniente, sem a introducdo de parametros de estabilizacao.
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6. Apéndice

6.1. Propriedades tensoriais

e Seja t;; uma matriz simétrica e s;; uma matriz ndo simétrica; Seja s;; a
componente simétrica de s;; e spj) sua componente antissimeétrica, prova-se que
{Sij: tij = S(ij): tij}a pOiS:

anti—simetria simetria redefinicdo dos indices
~™ ~

i
S[ij]* Lij = =Syt =~ SLit i = =Sty =0
. — . 0-

Sij:lij = S@ij)-tij + S[ij)* tij

e O gradiente do vetor u é dado pelo um tensor Vu:

rdu,  Ou, 0Jdus]

0x; 0x, 0x;
du; Jdu, OJus

dx, 0x, 0xy
du,; OJdu, OJdusg

Vu

[dx; Oxz3 0x3l

* Seja div(o) o vetor divergente do tensor o, entdo (V - o) = div(c"):
0041/0x1 + 0051/0x, + 0031 /0x3

(V . 0') = 6012/0)61 + 00‘22/6362 + 60'32/63(3
d043/0x1 + 00,3/0x, + 0033/0x3
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6.2. Matrizes da forma semi-discreta

A nivel de elemento, ao qual corresponde o subdominio Qf € Q, as matrizes
M¢€, C¢ e K°(u) podem ser representadas nas formas abaixo. Estes arranjos exigem
gue o vetor de incognitas u® = d; seja agrupado por né. Para cada nd, seguem-se
sequencialmente os graus de liberdade em x e y a ele associado. Havendo 12 graus
de liberdade associados a um elemento, i =1..12 e j=1..12. O processo de
montagem descrito em Hughes (1987), é responsavel por enderecar a contribuicdo

das matrizes avaliadas a nivel de elemento nas matrizes globais da equacao 22:

Cu (W)
Me=pfmndne Ce=J~BUMB+BUthQe

Kf(u) = prl-(ux - dN;/0x +u,, - aN,-/ay)dne
F= f Nib; dO° + f Nih¢ dTE — MG, + [C5 + K& )] gt

Onde g; e h{, sao respectivamente as condi¢cdes de Dirichlet e Neumann prescritas

no grau de liberdade i (gf = 0emI;*, hf = 0emT}; '), b; é a forga de corpo atuante

emi, e;
[dN; dN, JON, 0N, ONs ONg
ox 0 0x 0 0x 0 ox 0 0x 0 0x
ON ON ON. N, ON ON,
B=|0 =0 =0 =3[0 =]o0o =0 =
dy dy dy dy dy dy
ON; ON;|ON, ON,|dN; ON5|ON, 0N, |ONs ONs|ONg ONg
dy Ox1dy oxlody odxIldy odxIldy oxldy Ox

N, O|N, O|N; O|N, O|Ns O|Ng O
A=|0 N, |0 NO N,]O N,|O N|O N
o olo olo olo olo olo o
2 0 0 110
Dﬂzuk 2 4 DA=AP 1 4
0 0 1 0 0 0
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